
Time  in  conformal  general  rela.vity

James	  T	  Wheeler,	  Utah	  State	  University,	  jim.wheeler@usu.edu	  

Recent	  collaborators:	  
	  

	  André	  Wehner 	   	  Lara	  B	  Anderson 	   	  Joseph	  A	  Spencer 	  	  
	  Juan	  Trujillo 	   	  Jeffrey	  S	  Hazboun*	   	  Benjamin	  Lovelady*	  

	  
*speaking	  today	  

	  

	  	  	  	  	  Gravity	  theories	  based	  on	  the	  conformal	  group	  give	  general	  relaHvity	  augmented	  by	  local	  dilataHonal	  covariance.	  
In	  one	  of	  these	  theories,	  biconformal	  gravity,	  the	  dimension	  of	  the	  original	  space	  doubles,	  giving	  a	  symplecHc	  
manifold	  with	  conformal	  general	  relaHvity	  on	  a	  lagrangian	  submanifold.	  	  
	  	  	  	  	  The	  restricHon	  of	  the	  Killing	  form	  to	  the	  biconformal	  space	  is	  non-‐degenerate	  and	  signature-‐changing.	  This	  
opens	  several	  possibiliHes,	  from	  Hme	  arising	  only	  within	  soluHons	  to	  a	  Euclidean	  gravity	  theory,	  to	  novel	  
approaches	  to	  the	  AdS/CFT	  correspondence,	  or	  the	  natural	  emergence	  of	  an	  SO(n)	  Yang-‐Mills	  field	  on	  gravitaHng	  
spaceHme.	  We	  briefly	  discuss	  some	  of	  our	  invesHgaHons	  into	  these	  opHons.	  	  
	  



Globally	  invariant	  Lagrangian	  
	  
	  
Fiber	  bundle	  (noHced	  in	  passing)	  
	  
	  
Locally	  invariant	  generalizaHon	  
(including	  kineHc	  term	  for	  the	  
gauge	  fields)	  
	  

Dirac	  equaHon:	  	  (	  iγα ∂α –	  m	  )ψ = 0	  

Dirac	  equaHon	  coupled	  to	  E&M	  
	  	  	  	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (	  iγα ∂α +	  eγα Aα	  -	  m	  )ψ = 0 
                   

          ∂αFαβ	  	  = e ψt*γ0γα ψ 	  

Gauge  theory:  classical  approach



Gauge  theory:  quo.ent  group  approach

Choose	  Lie	  group	  G	  and	  symmetry	  
subgroup	  H	  
	  
	  
Fiber	  bundle	  as	  G/H	  
	  	  	  	  	  Generalize	  to	  curved	  connecHon	  
	  	  	  	  	  Generalize	  manifold	  
	  
Find	  resulHng	  tensors;	  	  
Build	  many	  possible	  locally	  invariant	  
	  	  	  	  	  theories	  
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Biconformal  gauging:  construc.on

G	  	  =	  	  conformal	  group	  of	  n-‐space	  (signature	  (p,q)	  	  )	  
H	  	  =	  	  homogeneous	  Weyl	  group	  
	  
G/H	  	  	  	  	  	  	  	  local	  M2n	  x	  H	  	  principal	  fiber	  bundle	  

	   	   	   	  	  

This	  becomes	  the	  local	  model	  for	  a	  Cartan	  geometry	  	  
	  
	  



Biconformal  gauging:  proper.es

SymplecHc	  form	  
Non-‐degenerate	  Killing	  form	  	  	  	  	  	  	  Metric	  
Complex	  structure	  
Permits	  an	  acHon	  linear	  in	  the	  curvature	  
	  
ALL	  of	  these	  properHes	  follow	  from	  group	  properHes.	  
	  
	  



Biconformal  space:  The  signature  theorem  
  
Spencer,  J.  A.  and  Wheeler,  James  T.,  The  existence  of  -me,  Interna.onal  Journal  of  
Geometric  Methods  in  Modern  Physics,  Vol.  8  No.  2  (2011)  273-‐301.  

Using	  the	  metric	  and	  symplecHc	  form	  of	  a	  signature	  (p,q)	  biconformal	  space,	  we	  show:	  
	  
•  There	  exist	  orthogonal,	  metric,	  Lagrangian	  submanifolds	  if	  and	  only	  if	  the	  original	  gauged	  space	  

is	  Euclidean	  or	  signature	  zero.	  
•  In	  the	  Euclidean	  cases,	  the	  resultant	  configuraHon	  space	  is	  necessarily	  Lorentzian.	  
	  
In	  these	  models,	  Hme	  is	  a	  derived	  property	  of	  general	  relaHvity.	  



Proper.es  arising  from  the  underlying  groups  
  
Hazboun,  Jeffrey  S.  and  Wheeler,  James  T.,  Time  and  dark  ma3er  from  the  conformal  symmetries  of  Euclidean  
space,  Classical  and  Quantum  Gravity  31.21  (2014)  34  pages.  

 Two	  new	  tensors,	  including	  a	  vector	  determining	  the	  Hmelike	  direcHon	  
	  

	   	  Metric:	  	  	  	  	   	   	  gab	  	  =	  eφηab	  
	   	  Trivial	  Weyl	  vector:	  	  	   	  Wµ = ∂µσ	  	  

	  	  	  	  	  	  In	  general,	  φ	  and	  σ	  do	  not	  vanish	  together,	  
vµ	  	  	  = ∂µ (σ – φ)

	  	  	  	  	  	  is	  gauge	  invariant.	  
	  
The	  development	  of	  a	  Hmelike	  direcHon	  stems	  from	  group	  properHes.	  The	  infinitesimal	  generator	  
for	  special	  conformal	  transformaHons	  (translaHons	  of	  infinity),	  
	  

	  	  	  	  	  	  	  Ka	  	  =	  	  	  (	  2xαxβ  -  x2	  δαβ ) ∂β
	  

leads	  to	  the	  form	  of	  the	  Killing	  metric	  on	  a	  Lagrangian	  submanifold	  	  
	  

gαβ 	  	  	  =	  	  2vαvβ  -  v2	  δαβ 
                       ∼   (v2) diag	  (	  1,	  -‐1,	  …	  ,	  -‐1	  )
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